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Un probhne combinatoire en algebre est habituellement une question SW tine 
v&it6 de certaines correlations enore des elements d’un sysdme algebrique qui est 
donne :par g6nerateurs et relations. Rappelons plusieurs de ces problemes: le 
probl&ne de 1’6galid des mots, le probleme de la compatibilite des systemes 
d’equations, le problbme de la divisibilite, le probleme de la conjugaison dans la 
theorie des groupes. 
Un probZ4m.e algoridunique est habituellement ume question sur la v&it6 d’une 
formule close Idu premier ordre appartenant ;il’enselmble des formules sur le systeme 
algbiirique don&. 
.Asse:z souvent, on peut ecrire les correlations d.‘un probleme combinatoire comme 
les formules du premier ordre et on peut formuler cer problbme combinatoire comme 
un problbme algorithmique convenable. Tell<, liaison permet d’obtenir des r&hats 
nouveaux, I1 suffit de rappeler l’example de la variete des quasi-groupes avec la 
thCorie d’identites qu:i est insoluble. Malcev [1] a construit cet exemple g&e au 
th&or&me de Post.-Markov [2,3] sur l’existence d’un selmi-groupe avec un probleme 
de 1’6galit6 des mob insolubles. 
Le but de cette note est de tenter d’elucider cette liaison assez pleinement. Le sujet 
de! cette note ltouck e ii la th6orie des codes parce quie nous discutons le probleme de 
l%galite des mats et le probl$me de la computabilite des systemss d’equations. Nous 
considerons le cas g&&al, c’est-h-dire celui des systemes algebriques de signature 
quelconque. IRS excmple:~ se rapportent B la th6ori.e des grouyes et a la theorie des 
se mi-groupes II 
Rappelons tout d’abord quelques notions. Par formule, convenons de comprendre 
une formule du premier ordre. Soit CT une signature quelconque, c’est-a-dire un 
ensemble qui consiste des symboles des relations et des symboles des opkations. 
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Supposons que G contient le symbole de I’ :galitk. Marquons les symboles des 
relations de CT 
Par U(X) nous d&ignons l’ensemble de tous les o- termes en ler l variables de 
l’ensemble X.. Si P est un symbole de relation n-aire l’expression P(t,, . . . F tn) 
s’appelle une formule atonzique. La forEule close 
avec P&l, . . . , ?&Kit’ 5,i G G(Xl, l . . 9 X,) s’appelle wale quasi-iderztitt?. 
On appelle formule positive une telle formule qui ne contient pas des symboles de 
nkgation et d’implication, c’est-i-dire des symboles 1 et + . Une fomde existentielle 
at une formule qui dans la forme pr&dente ne contient pas le qw ntificateur V. 
Donnons maintenant: 
IMnition lo On dit qu’une formule de signature a: 
(1) 
oti Y(X1,. . . ) Xm) est une formule positive existentielle en lzs variables libres 
X 1, . . . ) Xm est une formuk quasi-positive. 
Notons que les quasi-identids sont un cas particulier des formules quasi-positives. 
Dans ce qui suit, nous dCduisons de la formule @ un syst$me alg6brique A de 
signature 0 qui est le syst$me ngendre par les 6lCments al, . . . , a, et qui est don& 
par les relations: 
avec t&j E a(al, r.., a, 11. Dans ce cas nous disons que A est don&par la prhentation : 
w 1, . 0 l 9 x,; h(t1.h l 9 9 9 fl,KI), l * l 9 h(h.1, l * 9 9 fn.K,,)h (2) 
AU lieu des mots, “la formule Z est vraie sur B” on 6crit B I= C. Si K est une classe 
des systemes algebriques K /= C signifie que B k= 2 pour tout systbme B E K. 
C)n a le th&wGme suivant: 
ii0,rha. Lell; aflrmations suivantes ont waies: 
!ij .A I= @ ssi A t== V(ul, . . . , a,); 
(ii) soit A E K ; alors K I= @ ssi A I= 4% 
(i] Soit Alors la formule 
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est vraie sur .A pour tous &ments XI, . . . , X, E A, en particulier avec 
Xl-=41,...,Xm=am. (3 
Mais parce que A a la representation (2) la formule suivante est vraie sur A: 
(4) 
avec la condition (3). Par csns&quent A I= !P(al, . . . , a,) par definition de l’impli- 
cation. 
Reciproquement soit A I= !P(u,, . . . , a,) et pour quelques bn9 . . . , b,, E A la 
formule (4) est vraie sur A izvec la condition 
Engendrons :le sowsysteme B du systeme A par les elements bI,, . , . , b,. Evidem- 
ment la formule (4;) avec la condition (5) est vraie sur B. C&e a des pwprieds du 
systeme algbhrique qui sont tionmees par des relations [4] il existe S’Cpimorphisme A 
sur B qui &tend I’application 
apb, (j=l,. . . , m). (6) 
Maintenant il faut se rappeler que la verite des formules positives se conserve par 
des Qpinrorphismeri (cf. [4, p. 1811). Grace a cela B I= p(lil, . . . , 6,) si 
A I= !P(bl,. . . , b,), Puisque evidemment, la verite des formules I:xistentielles e 
conserve par passar;;e 5 un sur-systPme nous avons A I= F &, . . . , b,) parce que 
Wb 1, . . . , b,) est we formule existentielle. Ainsi pour n’importe quels bl, a . . , b,, E 
A nous avow A k “?(bl, . . . , b,) si la formule (411 avec la clondition (5) est vraic sur 
A. Mais cela signific.: que A I= @. 
(ii) Si K /= @, on a Cvidemment /I I=: QT. 
Rkiproquement rsoit A I= @. Supposons que la formule @ est fauss e sur B oii B est 
un syst&me de K. Cela signifie que B I= 1@ ou 
Autrement dit il existe bl, . . . , b, tz I3 telles que 23 k= 1 p(B1, . . . ) b,) et la formule 
(4) avec la condition (5) est vraie WI 431. Engendrons par les elements bl, . . . 9 hn un 
sous-syst&me Br. 11 est Cvident que la formule (4) avec la condition (5) est vraic SW 
Br . Mais alor comme on a not6 plus haut il existe un epimorphisme A sur I31 qui 
Ctend l’application (6). D’uutre part, grace $1 A t== @ et ( ) nous awns 
A I= ?R&, . . , , a,). Ainsi B1 est I’image Cpimorphe de A avec l’agplication hqui 
&end (6) et 
A i= ?P&!, . . . , a,), %I i= lV(b,, . . . 9 6,). 
Cela est en co ntradktion 
Le thkorem e est &abli. 
avec la positivite de la formule F (x1, . . . , 
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Expliquons pourquoi nous nous sommes born< B des forrnules quasi-pasitives. 
Autant que nous Ctudions des syst&mes alg6briques qui sont don& par des relations 
nous devons nous borner aux formules du type 
oti !& est la conjonction de formules atomiques (cf. la liaison des form tiles avec tels 
sysdmes B [4’3). 11 est facile de construire un exemple qui montre qu’ozj ne peut pas 
renoncer h la positivite de ?K Donnons enfin les exlemples qui montrent c, 
pas renoncer B I’existentabilitk de V. 
Exemple I. Soit CT contenant un symbole d’ophation binaire. Nous Audierons la 
formule 
,P = VX,w&(xq =X,&X$ =X&X,X, =x2x1 
= x1 -+ ax,wx~(x,x, = X3X4)). 
Le systhne algbbrique A qui correspond h @ est le semi-groupe A = {a 1 p a~} wet la 
taSie de multiplication 
a1 a2 
+ 
- 
a1 (21 a1 
~2 al a2 I 
Evidemment, A I= 3X#X&zla:! = X3X4). En effet ii suffit de supposer que XJ = al. 
Toutefois @ est fauhe sur A : si X1 =X2 = a2 nous avons 
A I= X; =X1&X; =x;&x~x2.=x,x, = X,&VX~3X&$(X~X~ # X,X& 
Ainsi l’assertion (i) est fausse. 
Exemple 2. Nous Gtudierons maintenant la formule 
@ = vX,(X: = X1 + (vX23X,(X, = .x2&))). 
Le syst5me algbbrique A .qui correspond Q Qri est le semi-groupe A = {a} et 
hidemment A i= @. Posons K = {A, B}, oii I3 est le semi-groupc idempotent libre 
engendre par les Mments bl, b2. Si tout de suite Xl = 61, X2 = bz now avons que 
XI # X2X3 pour tout X3 E B. d$u!rement dit B I== ~(9 et par conskluent K k= T@* 
c’est&dire @ est fausse sur K Cela montre que (ii) est fausse si p n’est pas 
existentielle. 
Fwmulons maintenant des problGmes combinatoires de forme plus gb 
cela fixons quelque ensemble H dont les &ments sont les enscmbks firyis des 
imnules atomiques de signature u. Convefions d’appeler Wsyst6me le sydme 
algebrique A si A est le systhle engendr6 par les Uments al;. s . , a, a%rec la
rsprhentation 
IT.“., XWI ; {@iI) 
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oii (&} E H et X1, . O . , X, sont toutes les variables qui appartiennent aux formules 
@i. Soit K est la classe des syskmes alg6briques de la signature u et 
v= V(t,,...,tq) 
est un &on& quelconque sur les termes tl, t E cr(Xl, . . . , X,). l ‘*9 9 
ion 2, Le prob@me H-/imite’ de la distinction de V pour K esl: Ye probEme 
suivant: existe-t-i1 un algorithme’ tel que pour chaq,ue H-systkne de K et tow les 
termes tl, . . 0 , t,E a(X1,. . . , Xm) il &pond & la question sur la v&it& de l’knonck 
Wl, l l 9 t,) sur A avec l’application 
Xi+ai? r’,? 
Ce probGme est dkidabte si un tel algorithme existe. Dans le cas contraire il est 
insoluble. 
DiSition 3. Le problkme H-hoit de la distinction de V pow K relativement aux 
termes tPl, . . . , tp, avec lGp++ Xp . < q eat le problime suivant: existe-t-i1 un 
algorithme te! que pour chaque H-systkme de K et tous ks termes 
rkponde g la question sur la v&itcZ de V( tl, . . . , tq) sur A alrec l’application (S)? Cc 
probEme est dkidable .si un tel aigorithme existe. Dans le cas contraire il est 
insoluble. 
Remarquons un cas particulier important. Soit K = {A), fir = {{@, . . . , @&}) et A a 
la repr&entat>on (Xl, . . . , Xm ; @I, . . . , @J. Alors le probl&me H-limit6 iH4roit) 
de la distinctkn de V pour K sera appelk le prolik?me (&oit) de la distincr’ioiz de V 
pour A. . 
Exemple 3. Soit o’ = C l ), V = “tl = t2” et A est le semi-group liinim’ent. Alors !e 
probleme de 1’6galit6 des mots pour A est le probl&me de la distinction de ‘V pour AL. 
Si tl est fix& le probl&me de 1’Cgaliti: des mcrts k un mot fix6 pour ,.4 es;tt le probEme 
Atroit de la distinction de V pour 14 relativement & tl. 
Maintenant nous retournons k ties fsrmuIes. Soit *(Xl, . . . , Xmk) une formule 
existentielle positive en les variabks libres X1, . . . , Xm. Notons par tl, . . . , t, tous les 
termes en les variables Xl, . . . , Epb, qui apparaissent dans les termes de la formule 
?lV(Xl, . . . , Xm) comme des sous- termes maximaux. 
Exemple 4. Pour p(XI, Xz) = 3&3X~4(XrX~X2.%Yi = X4XYLXzX,Xl) de tells termcs 
sont tl =.X1, t2 = X2X1, t3 = X1X2. 
Notons maintenant 
Dans ce cas la formule (1) a la forme 
Pour cette formuie construisons deux ensembles de formules: 
U(@) = {@I iI,. l l , tq E 0(X13 * l l 9 Xm)), 
Y(@, tpl, l l . , t;t,) ==csl t1, l l ’ 9 tpy--1, fp,+l, l l l 9 t&l, tp,+19 l ’ l 9 tq fz d&, ’ ’ * 9 xa. 
Si A4 est un ensemble de formules quasi-positives alors notons 
Donnons trois ?erni$res d6finitions 
Dtbfinition 4. La thebrie tWrnentaiw ck la classe K des syskemes aigt%riques de la 
signature (r est l’ensemble EK do rlsutes les formules closes qui sont VF~?~S sur K, 
c’cat-B-dire sur chaque syst&me de K. 
DSfirmition 5. Soit r un ensemble de formules. L.,a IWhie de la classe K est 
l’ensemble 
Si r est fixee alors Ila r- th6orie est appel6e la th&rie limitke. 
Ddfinitian 6. La th6orie limitee r’ est dkidable c;i l existe un algorithme tel que 
pour chaque formule Qi il &pond k la question SW la v&it6 de la relation 
Dans le cas contraire rK est hsoluble. 
Maintenant tout est p&t pour formuler deux corollaires Cvidents du thbor&me. Ce;; 
corollaires contiennent I’ information sur la liaison entre des probl$mes combina- 
toires et plgorithmiques que nous obtenons. Supposo~s que 1’6nonc6 V(t,, . . . i tq) 
qui figure dans les definitions 2 et 3 satisfait lu limiktion suivante:: il existe une 
formule xistentielle positive d(tt, . . . , tq) telle que 1’6nonc6 V(t,, . . . , ti) est vrai sur 
quelqcle systke B ssi B I= A(ti, . . , , tq). 
Supposons que @ est d&ini par (8) et A est don& par la presentation (2). 
Ees afirmations suiva fi tes sont vruies : 
(i) le problsn?e de la distinction de V pout A est dgcidable ssi ,pour chaque classe K
qui contient A la thiorie limitge O(@)K est dtkidable ; 
(ii) le probl2me ’toit de la distinction de V pour A selatr’vemeazt aux termes 
t pI, . . . ) t,, est dkcidable ssi la thtforie Jitnit4e U( . . . , t,,) K est dkidbzble. 
Pour formlmkr du corollaire 2nous fixerons une classe K de sysdmes alg&briques. 
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Soit H l’ensemble des ensembles fink des relations des systemes de K qui sont 
engendres par m elements. Soit M l’ensemble des for-mules 
Clorollaire 2. Les afirmations suivantes ont vrhies :
(i) le probl2me H--limit& dt9 la distinction de V pour K est dkidable ssi la th6orie 
limite’e O(M)K est dtkidable ;
(ii) le problGme H&troit de la distinction de V pour K’ relativement aux termes 
t Pl, o . . , tPr est de’cidab@Ce ssi la thebrie limit&e Y(M, tpI, . . . , tpr) K est dkidable. 
Donnons des exemples ignificatifs: 
Exezwple 5. Dans l’srticle [SJ on conswuit l’exemple d’un groupe G avec un 
probleme de 1’Cgalid des mots insoluble. Si 
(X l,...,Xrr;ti=Si,i=~,.-.,n) (9 
est la presentation de ce groupe et 
alors le theoreme principal de [5] affirme qiae pour G et pour une classe K des 
groupes qui contient G la theorie limit& O(Qi)K est insoluble. 
Excmpie 6. Si (8) est i a presentation du semi-groupe S qui east construit clans l’article 
[6] pour qui le problerl e de 1’CgalitC des mots au mot fix6 II est insoluble alors dans [6] 
il est dCmontr6 que le probEme limit6 Y (Qi, rt)K est insolulble pour chaque classe K 
des semi-groupes qui contient S. 
llZxem#e 7. Dans l’article [7] est construit l’exemple d”un groupe G avec un 
probl&me de la conjugaison insoluble. Dans l’article [gl] il est demontre que G a un 
probFme de l’egalid des mots decidable. Si (9) est la presentation de G et 
@~=vx1*-*Vx~ ( ti =Si -~t=‘s , i=l ) 
Qz:! = vx1 l ’ ’ VXm ( di ti = Si + (3X(t = X-‘sX))) 
i=l 
*alors les resvltats de [7,8:] marquent que la t%orie limit6 
theorie limitee 0(@&K elst insoluble pour chaque classe 
G. 
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ExenmpIe 8. Da IS l’article [9] est d6montrC ladkidabilit6 du problkme de l’egalite 
des mots pur des groupes avec we relation. Soit K la classre de tels groupes, H 
contient tout des ensembles {t’ = s’), M est l’ensemble des formules 
Alors la theorie limitee 0;fM)K est decidable. 
pPe 9. Dans Particle [IO] est d6montr6 le tlkor&me sur la dkidabilit6 du 
probleme de la comp;&ib3lit4 des sysdmes d%quations sur le semi-groupe libre 
finiment engendrC S. kous regarderons l’ensemble M des formules oti m est fix& 
Soit ,K la class6 de tous les semi-groupes t S le seanigroupe libre engendr6 par m 
Clgmcnts. Alors les thkories IimitCes O(M)K et O(M)S sont decidables. Notons que 
les thCories Cl5mentaires EK et SS avec m > 1 sont insolubles). 
Pour achever, notons que les liaisons marquCe:s permetten; de formuler des 
questions naturelles. Nous formulerons deux telles questions. 
ProbZltme 1. Soit Q l’ensemble de toutes les quasi-identids die signature fixee et K 
Pa. classe des groupes de l’exemple 8. La theorie limit4e QK est-elle dbcida’ble? La
Marie linit6k O(M)K est decidable (cf. example 8). D’autrc Ipart, il est ais tie voir 
que la theorie Minentaire EK est insoluble. I1 convient de noter que 
O(M)K c=: QK c SK. 
Probf&me 2. La th 6orie limitbe QS ou S est le semi-groupe libre engendk au rnoins 
deux Wments esk-ekle decidable? La theorie limit&e U(M)S est d&id&e ((if. 
exemple 9). D’autre part, oal sait bien que la thCorie Mmentaire ES est insoluble. 
Qutre cela 
O(M)S C: QS C Es. 
JC euis tr&s heureux de pouvoir exprimer ici toute ma gratitude B mon ami IX 
e correction &s fautes de man langage: t pour l’il;dt&& qu’il 
8 p:ort& ace trawil. 
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